Groupes de Selmer et accouplements by Perrin-Riou, Bernadette
ar
X
iv
:m
at
h/
02
11
46
9v
1 
 [m
ath
.N
T]
  1
4 N
ov
 20
02
GROUPES DE SELMER ET ACCOUPLEMENTS ;
CAS PARTICULIER DES COURBES ELLIPTIQUES
BERNADETTE PERRIN-RIOU
Soit E une courbe elliptique de´finie sur le corps des nombres rationnels Q. D’apre`s le the´ore`me de
Mordell, le groupe E(Q) des points de E rationnels sur Q est un Z-module de type fini. Nekova´rˇ vient
de de´montrer que son rang est de meˆme parite´ que la multiplicite´ du ze´ro en s = 1 de la fonction
L complexe associe´e a` E/Q lorsque le groupe de Tate-Shafaravich est fini. La conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer pre´dit qu’il y a e´galite´ entre ces deux entiers attache´s a` E.
La de´monstration de ce re´sultat par Nekova´rˇ utilise essentiellement trois arguments et se fait en
introduisant un corps quadratique imaginaire K et un nombre premier p auxiliaires ve´rifiant certaines
conditions. Le premier argument utilise le the´ore`me de Cornut concernant les points de Heegner ([8],
conjecture de Mazur [20]) : on en de´duit que le rang de E(Kn) tend vers l’infini avec n pour Kn
l’extension de Q de de degre´ 2pn et die´drale sur Q. Le deuxie`me argument est a` base de the´orie
d’Iwasawa. Il s’agit de ge´ne´raliser le the´ore`me de Cassels qui affirme que le groupe de Tate-Shafaravich
d’une courbe elliptique modulo sa partie divisible (note´ div) est un carre´, ou ce qui revient presque
au meˆme, que le quotient du p-groupe de Selmer Sp(E/K) de E/K modulo sa partie divisible est
un carre´ : on peut construire une forme alterne´e et non de´ge´ne´re´e sur S(K)/ div. Ce qui joue ici le
roˆle du groupe de Tate-Shafarevich est le quotient de Sp(E/K∞) par sa partie Λ-divisible divΛ ou`
K∞ = ∪Kn, Γ = Gal(K∞/K) et Λ est l’alge`bre de groupe continue Zp[[Γ]]. On peut encore construire
sur Sp(E/K∞)/ divΛ une forme Λ-line´aire et alterne´e. Le troisie`me argument utilise les re´sultats de
Kolyvagin ge´ne´ralise´s par Bertolini et Darmon ([17], [4]) et des arguments de descente pour conclure.
Pour construire la forme alterne´e, Nekova´rˇ reprend comple`tement la the´orie des groupes de Selmer en
utilisant le formalisme des complexes. Il obtient ainsi d’autres applications en the´orie de Hida et autres.
Nous nous contentons ici de faire cette construction en allant au plus court et de replacer ensuite ces
re´sultats dans un contexte plus ge´ne´ral.
Le principe de la de´monstration est de faire grand usage du twist d’un Λ-module : l’adjoint d’un
Λ-module de torsion se calcule en effet facilement lorsque ses coinvariants sont de torsion pour l’anneau
quotient, ce qui est re´alisable en faisant un twist convenable. Cette astuce permet d’e´viter les difficulte´s
dues au fait que le groupe de Mordell-Weil n’est pas fini. Ainsi, par exemple, l’accouplement de Cassels-
Tate peut se calculer comme une ”limite convenable” des accouplements relatifs aux repre´sentations
twiste´es par k.
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1. Pre´liminaires d’alge`bre commutative
1.1. Adjoint et dualite´. Soit Λ un anneau local noetherien complet de dimension r ; plus pre´cise´ment
Λ sera l’alge`bre de groupes continue d’un groupe Γ topologiquement isomorphe a` Zr−1p : Λ = Zp[[Γ]].
Soit X un Λ-module de type fini. On pose pour tout entier i ≥ 0
aiΛ(M) = Ext
i
Λ(M,Λ)
En particulier le Λ-module a1Λ(M) = Ext
1
Λ(M,Λ) est l’adjoint (d’Iwasawa) de M . Rappelons quelques
faits d’alge`bre commutative.
• Un module est dit pseudo-nul si la hauteur des ide´aux associe´s est supe´rieure ou e´gale a` 2 ;
• La hauteur des ide´aux associe´s a` aiΛ(M) est supe´rieure ou e´gale a` i ; aussi, a
i
Λ(M) est pseudo-nul
pour i ≥ 2, a1Λ(M) est un Λ-module de torsion et pour dimΛ = 3, a
3
Λ(M) est fini ;
• On peut interpre´ter a1Λ(M) de la manie`re suivante. Soit FracΛ le corps des fractions de Λ. Alors,
a1Λ(M) = HomΛ(M,FracΛ/Λ) .
• Si M est un Λ-module, a1Λ(M) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non nuls. En particulier, si M
est un module pseudo-nul, a1Λ(M) = 0.
• Supposons Λ de dimension 3. Si M n’a pas de sous-modules pseudonuls non finis, alors a2Λ(M) est
fini.
De´montrons les deux derniers points. Il existe un homomorphisme injectif E → M a` conoyau F
pseudonul avec E un module e´le´mentaire ⊕Λ/(fi). On en de´duit la suite exacte :
0→ a1Λ(M)→ a
1
Λ(E)→ a
2
Λ(F ) .
ll est facile de voir que E est de dimension projective 1, ce qui implique que a1Λ(M) n’a pas de sous-
modules pseudo-nuls non nuls. D’autre part, il existe un homomorphismeM → E a` conoyau pseudo-nul
F avecE module e´le´mentaire et de noyau pseudo-nul. Supposons maintenant que la dimension projective
de Λ est 3 et que M n’a pas de sous-modules pseudonuls non finis : le noyau de M → E est donc fini.
Ainsi, on a un quasi-isomorphisme
a2Λ(M)
∼
→ a3Λ(F ) .
Comme la hauteur des ide´aux associe´s a` a3Λ(F ) est supe´rieure a` 3, a
3
Λ(F ) est fini. On en de´duit que
a2Λ(M) est fini.
De´finition. Un Λ-module de type fini M est dit ne´gligeable si la hauteur des ide´aux associe´s a` M est
supe´rieure ou e´gale a` 3. On dit que M ve´rifie la proprie´te´ (A) si aiΛ(M) est ne´gligeable pour i ≥ 2.
Un complexe (de longueur fini) de Λ-modules de type fini est dit suite presque-exacte s’il est exact
a` des modules ne´gligeables pre`s.
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Lorsque dimΛ = 2, les modules ne´gligeables sont les modules nuls. Lorsque dimΛ = 3, les modules
ne´gligeables sont les modules finis. Une suite presque exacte est donc une suite quasi-exacte. Un Λ-
module de type fini M ve´rifie donc alors la proprie´te´ (A) si a2(M) est fini (cela est automatique pour
a3(M)).
Ainsi, si M n’a pas de modules pseudonuls non finis, M ve´rifie la proprie´te´ (A).
Si p est un ide´al de Λ, on note Mp le sous-module des e´le´ments de M annule´s par p.
1.1.1. Proposition. Soit M un Λ-module de type fini, de torsion et p un ide´al de Λ de hauteur 1.
1) Si M/p est de Λ/p-torsion, on a la suite exacte naturelle
0→ a1Λ(M)/p→ a
1
Λ/p(M/p)→ a
2
Λ(M)
p → 0 .
2) Si M ve´rifie la condition (A), on a une suite presque exacte
0→ a1Λ/p(M/p)→ a
1
Λ(M)/p→ a
0
Λ/p(M
p)→ 0 .
Si M est de dimension projective infe´rieure ou e´gale a` 1, la suite
0→ a1Λ/p(M/p)→ a
1
Λ(M)/p→ a
0
Λ/p(M
p)→ a2Λ/p(M/p)→ 0
est exacte.
De´monstration. On de´duit de la suite exacte 0→ Λ
f
→ Λ→ Λ/p→ 0 avec p = (f) la suite exacte
0→ Ext1Λ(M,Λ)/p→ Ext
1
Λ(M,Λ/p)→ Ext
2
Λ(M,Λ)
p → 0 .
D’autre part, on utilise une re´solution de M par des modules de type fini
0→ L′ → L→M → 0
avec L libre. Si L′′ est le noyau de L/p→M/p, on a la suite exacte
0→Mp → L′/p→ L′′ → 0 .
On a le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes :
0
↓
0 → a0
Λ/p
(M/p) → a0
Λ/p
(L/p) → a0
Λ/p
(L′′) → a1
Λ/p
(M/p) → 0
|| || ↓ ↓
0 → HomΛ(M,Λ/p) → HomΛ(L,Λ/p) → HomΛ(L
′,Λ/p) → Ext1
Λ
(M,Λ/p) → 0
↓
a0
Λ/p
(Mp)
↓
a1
Λ/p
(L′′)
↓
a1
Λ/p
(L′/p)
.
Comme aiΛ/p(L
′′) ∼= ai+1Λ/p(M/p) pour i ≥ 1, on trouve la suite exacte
0→ a1Λ/p(M/p)→ Ext
1
Λ(M,Λ/p)→ a
0
Λ/p(M
p)→ a2Λ/p(M/p) .
LorsqueM/p est de Λ/p-torsion, il en est de meˆme de Mp, a0Λ/p(M
p) est nul et on obtient l’assertion
(1). En ge´ne´ral, on peut re´sumer en les deux suites exactes
0
↓
a1Λ(M)/p
↓
0→ a1Λ/p(M/p) → Ext
1
Λ(M,Λ/p) → a
0
Λ/p(M
p) → a2Λ/p(M/p)
↓
a2Λ(M)
p
↓
0
.
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Lorsque M ve´rifie la proprie´te´ (A), a2Λ(M) est ne´gligeable. Lorsque M est de dimension projective
infe´rieure ou e´gale a` 1, a2Λ(M) = 0, le Λ-module L
′ est libre, donc le Λ/p-module L′/p est libre et
a1Λ/p(L
′/p) = 0. D’ou` la suite exacte de la proposition. 
1.1.2. Remarque. (1) L’application Ext1Λ(M,Λ/p) → a
0
Λ/p(M
p) de´pend du choix d’un ge´ne´rateur f
de p.
(2) Le Λ/p-module a1Λ(M)/p controˆle a` la fois la partie libre de M
p et la partie de torsion de M/p.
En particulier, si M/p est de Λ/p-torsion, a1Λ(M)/p est un module de torsion et on a la suite exacte
0→ a1Λ(M)/p→ a
1
Λ/p(M/p)→ a
2
Λ(M)
p → 0 .
Si M est de dimension projective infe´rieure ou e´gale a` 1, a1Λ(M)/p est e´gal a` a
1
Λ/p(M/p). Si M ve´rifie la
proprie´te´ (A), (a2Λ(M) est donc fini), le noyau de l’application a
1
Λ(M)/p→ a
0
Λ/p(M
p) est le sous-module
de torsion de a1Λ(M)/p et est quasi-isomorphe a` a
1
Λ/p(M/p).
1.2. Construction d’accouplement. Soit deux Λ-modulesM etM ′ de Λ-torsion et un Λ-homomorphisme
Θ
M → a1Λ(M
′)
autrement dit une application biline´aire M ×M ′ → FracΛ/Λ. Si p est un ide´al de Λ de hauteur 1, on
en de´duit un homomorphisme de Λ/p-modules
M/p→ a1Λ(M
′)/p→ Ext1Λ(M
′,Λ/p) .
L’image du Λ/p-module de torsion tΛ/p(M/p) de M/p est contenue dans le module de Λ/p-torsion de
Ext1Λ(M
′,Λ/p). On a donc le diagramme commutatif dont les lignes sont exactes :
0 → a1Λ/p(M
′/p) → Ext1Λ(M
′,Λ/p) → a0Λ/p(M
′p) → a2Λ/p(M
′/p)
↑
↑ a1Λ(M
′)/p
↑
0 → tΛ/p(M/p) → M/p → (M/p)
∗∗ → Λ/p− psn
(1.2.1)
avec (M/p)∗∗ = HomΛ/p(HomΛ/p(M/p,Λ/p),Λ/p) = a
0
Λ/p(a
0
Λ/p(M/p)). On obtient ainsi un quasi-
homomorphisme de Λ/p-modules
ℓp(Θ) : a
0
Λ/p(a
0
Λ/p(M/p) = (M/p)
∗∗ → Qp ⊗ a
0
Λ/p(M
′p)
et un homomorphisme de Λ/p-modules
tp(Θ) : tΛ/p(M/p)→ a
1
Λ/p(M
′/p)→ a1Λ/p(tΛ/p(M
′/p)) .
Contrairement a` tp(Θ), ℓp(Θ) de´pend du choix d’un ge´ne´rateur de p.
1.2.1. Lemme. Supposons Λ de dimension infe´rieure ou e´gale a` 3. Si M et M ′ sont des Λ-modules de
torsion ve´rifiant la proprie´te´ (A) et si Θ est un quasi-isomorphisme de Λ-modules, ℓp(Θ) et tp(Θ) sont
des quasi-Λ/p-isomorphismes.
De´monstration. L’hypothe`se implique que Θp : M/p → a
1
Λ(M
′)/p est un quasi-isomorphisme. D’autre
part, a2Λ/p(M
′/p) est fini ainsi que le conoyau de M/p→ (M/p)∗∗. 
Gardons les hypothe`ses du lemme. On de´duit de tp(Θ) une forme biline´aire quasi-non de´ge´ne´re´e :
tΛ/p(M/p)× tΛ/p(M
′/p)→ FracΛ/p/(Λ/p)
ou
a1Λ/p(M/p)× a
1
Λ/p(M
′/p)→ FracΛ/p/(Λ/p) .
Lorsqu’on tensorise ℓp(Θ) par FracΛ/p, on en de´duit un isomorphisme
FracΛ/p⊗ a0Λ/p(a
0
Λ/p(M/p))→ FracΛ/p⊗ a
0
Λ/p(M
′p) .
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En prenant l’inverse et en composant avec l’application induite par M ′
p
→ M ′/p, on en de´duit une
forme biline´aire
a0Λ/p(M/p)× a
0
Λ/p(M
′/p)→ FracΛ/p
qui est non de´ge´ne´re´e si et seulement si FracΛ/p ⊗ M ′
p
→ FracΛ/p ⊗ M ′/p est un isomorphisme,
c’est-a`-dire si et seulement si le noyau de Mp →M/p est de Λ/p-torsion.
1.2.1. Lorsque Λ = Zp[[Γ]], Λ est muni d’une involution induite par τ → τ−1 et que l’on note avec un
point. Si N est un Λ-module, N˙ est le module N muni d’une nouvelle action de Γ : τ · n = τ−1n.
Supposons Γ = Zp. Reprenons les suites exactes et la construction : si Γn = Γp
n
, les modules
Zp[Γ/Γn]-pseudonuls sont nuls et a1Zp[Γ/Γn](N˙) est e´gal a`
̂tZp(N) muni de l’action usuelle de Γ/Γn sur
le dual de Pontryagin : τ(f)(n) = f(τ−1n).
Pour p l’ide´al engendre´ par γ − 1, Mp est le module des invariants MΓ et M/p le module des
coinvariants MΓ. On obtient un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes
HomZp(M
′
Γ,Zp)
↓
0 → ̂tZp(M
′
Γ) → Ext
1
Λ(M
′,Λ)Γ → HomZp(M
′Γ,Zp) → 0
↑ ↑ ↑
0 → tZp(MΓ) → MΓ → LZp(MΓ) → 0 .
Autrement dit, on obtient une forme biline´aire a` valeurs dans Qp/Zp
̂tZp(MΓ)× ̂tZp(M
′
Γ)→ Qp/Zp
et une forme biline´aire a` valeurs dans Qp
M ′Γ
∗
×M∗Γ → Qp
qui est non de´ge´ne´re´e si Qp ⊗Zp M
Γ → Qp ⊗Zp MΓ est un isomorphisme, En remplac¸ant γ par γ
pn , on
obtient de meˆme une forme sesqui-line´aire
M˙ ′
∗
Γn ×M
∗
Γn → Qp[Γ/Γn] .
1.3. Calcul de l’adjoint. [19], [16], [1] Prenons Λ = Zp[[Γ]] avec Γ ∼= Zrp. Iwasawa a donne´ un
moyen explicite de calculer a1Λ(M). Soit Γ
′ un sous-groupe isomorphe a` Zp de Γ. Soit γ un ge´ne´rateur
topologique de Γ′. Posons Λn = Zp[[Γ/Γ′n]]
1.3.1. Proposition. Soit M un Λ-module de type fini de torsion tel que M/(γp
n
−1) soit un Λn-module
de torsion pour tout entier n. Alors
a1Λ(M) = lim←
n
a1Λn(M/(γ
pn − 1)) = lim
←
n
a1Λn(MΓ′n)
l’application de transition e´tant induite par la trace c’est-a`-dire par la multiplication par
∑p−1
i=0 γ
ipn .
Cela se de´duit des suites exactes
0→ a1Λ(M)Γ′n → a
1
Λn(MΓ′n)→ a
2
Λ(M)
Γ′n
et du fait que la limite projective des a2Λ(M)
Γ′n est nulle.
Dans le cas ou` Γ = Γ′ = Zp, on obtient le re´sultat bien connu suivant : si MΓn est fini pour tout
entier n,
a1Λ(M)
∼= lim
←
n
̂˙MΓn = lim
←
n
̂˙MΓn/pn̂˙MΓn .
Nous renvoyons a` [19] ou a` [16] pour des pre´cisions et une interpre´tation en termes de cohomologie
locale.
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2. Modules de Selmer et the´ore`mes de controˆle
2.1. Notations. Soit p un nombre premier impair, F un corps de nombres, S un nombre fini de places
de F contenant les places a` l’infini et les places au dessus de p. Si v est une place de F , on note Gv un
groupe de de´composition de F en v. Si L est une extension de F , on note S(L) l’ensemble des places de
L au dessus de S. Si v est une place de F , la notation Lv/Fv signifie par abus de notation Lw/Fv ou` w
est une place choisie de L au dessus de v (le contexte indiquant que le choix n’a alors pas d’importance).
Soit V une repre´sentation p-adique du groupe de Galois absolu GF de F , non ramifie´e en dehors de S
et ordinaire aux places divisant p. Ainsi, si GF,S est le groupe de Galois de la plus grande extension de
F non ramifie´e en dehors de S, V est une repre´sentation p-adique de GF,S . Soit T un re´seau de V stable
par GF . On note V
∗ = Hom(V,Qp), T ∗ = Hom(T,Zp), Vˇ = V ∗(1) le dual de Tate de V , Tˇ = T ∗(1). Si
W est un Zp-module libre de type fini, on pose U(W ) = (Qp ⊗W )/W et Uˇ(W ) = (Qp ⊗ Wˇ )/Wˇ .
Nous ferons de´sormais l’hypothe`se suivante :
(Ord) V est ordinaire aux places divisant p.
Dire que V est ordinaire aux places divisant p signifie que pour tout v | p, il existe une filtration
de Gv-modules Fil
j
v V associe´e a` la repre´sentation p-adique V telle que le groupe d’inertie en v agit
sur le quotient Filjv V/Fil
j+1
v V par le caracte`re χ
j ou` χ est le caracte`re cyclotomique. On pose
Filjv T = Fil
j
v V ∩ T .
Soit ρ un caracte`re continu de GF a` valeurs dans Z∗p. On note V ⊗ ρ la repre´sentation V twiste´e par
le caracte`re ρ. Lorsque ρ est la puissance k-ie`me du caracte`re cyclotomique, on trouve le twist a` la Tate
usuel note´ V (k). On pose pour simplifier Uρ = U(T ⊗ ρ) et Uˇρ = Uˇ(T ⊗ ρ) = Uˇ(T )⊗ ρ
−1.
Nous ferons plus loin l’hypothe`se suivante pour certaines extensions L de F :
(Hyp(L, V, ρ)) (V ⊗ ρ)GL = 0 et pour v | p, ((V/Fil1v V )⊗ ρ)
GLv = 0.
Enfin, si F∞ est une Zp ou Z2p-extension, nous supposerons qu’il n’y a qu’un nombre fini de places au
dessus de p dans F∞.
2.2. Groupes de Selmer. Les modules de Selmer peuvent eˆtre de´finis en prenant la de´finition de
Bloch-Kato ou en prenant celle de Greenberg. Soit
H1f (Fv, V ) =

H1(Gv/Iv, V
Iv ) pour v ∤ p
ImH1(Fv,Fil
1
v V )→ H
1(Fv, V )
= kerH1(Fv, V )→ H
1(Fv, V/Fil
1
v V ) pour v | p
et
H1/f (Fv, V ) = H
1(Fv, V )/H
1
f (Fv, V ) .
On a alors
H1/f (Fv, V ) =
{
H1(Iv , V )
Gv/Iv pour v ∤ p
H1(Fv, V/Fil
1
v V ) pour v | p
(sous l’hypothe`se (Hyp(F,V)), en ge´ne´ral, l’inclusion seule est vraie pour v | p). Soit H1f (Fv , T ) l’image
re´ciproque de H1f (Fv, V ) dans H
1(Fv, T ) et
H1/f (Fv,U) = H
1(Fv,U)/Qp/Zp ⊗H
1
f (Fv, T ) = H
1(Fv,U)/ ImH
1
f (Fv , V ) .
On de´finit H1f (F, T ) comme le noyau de
H1(GF,S , T )→
∏
v∈S
H1/f (Fv , V ) .
Ensuite, H1f (F,U) = H
1
f (F, V/T ) peut eˆtre de´fini comme le noyau de l’application
H1(GF,S ,U)→
∏
v∈S
H1/f (Fv,U) .
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2.3. Modules d’Iwasawa. Soit F∞/F une Zp-extension ou une Z2p-extension. On pose Γ =
Gal(F∞/F ), Λ = Zp[[Gal(F∞/F )]] et on note Fn = FΓ
pn
∞ le sous-corps de F∞ fixe par Γ
pn . Soit
alors
X∞,f (F∞, Tˇ ) = HomZp(H
1
f (F∞,U),Qp/Zp)
ou` H1f (F∞,U) est la limite inductive des H
1
f (L,U) pour L sous-extension de F∞. C’est un Λ-module de
type fini. Soit ρ un caracte`re continu de GF a` valeurs dans Z∗p se factorisant par Γ.
Notons
H1∗ (Fv, V ⊗ ρ) =

H1(Gv/Iv, (V ⊗ ρ)
Iv ) pour v ∤ p
ImH1(Fv,Fil
1
v V ⊗ ρ)→ H
1(Fv, V ⊗ ρ)
= kerH1(Fv, V ⊗ ρ)→ H
1(Fv , V ⊗ ρ/Fil
1
v V ⊗ ρ) pour v | p
et
H1/∗(Fv,Uρ) = H
1(Fv,Uρ)/ ImH
1
∗ (Fv, V ⊗ ρ)
Soit H1∗ (F,Uρ) le noyau de
H1(GS,F ,Uρ)→
∏
v∈S
H1/∗(Fv,Uρ) ⊂
∏
v|p
H1(Fv,Uρ)/ ImH
1(Fv,Fil
1
v V ⊗ ρ)∏
v∈S,v∤p
H1(Fv,Uρ)/ ImH
1(Gv/Iv, (V ⊗ ρ)
Iv ) .
On de´finit H1∗ , H
1
/∗ comme pour H
1
f , H
1
/f . Lorsque F∞ contient le corps Lρ fixe´ par le noyau de ρ, le
module
X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)
de´f
= HomZp(H
1
∗ (F∞,Uρ),Qp/Zp) = X∞,f (F∞, Tˇ )⊗ρ
−1
est un twist de X∞,f (F∞, Tˇ ).
2.4. The´ore`mes de controˆle. On note
Z(Lv, T ⊗ ρ) = Zρ(Lv) =
{
Uρ(T )
GLv / Im(V ⊗ ρ)GLv si v ∤ p
Uρ(T/Fil
1
v T )
GLv si v | p
.
Conside´rons pour L contenu dans F∞ les applications
ΞF∞/L(T ⊗ ρ) : H
1(F∞/L,U
GF∞
ρ )→
∏
v∈S(L)
H1(F∞,v/Lv,Zρ(F∞,v)) .
Remarquons que seules les places de F qui ne sont pas totalement de´compose´es dans F∞ interviennent
re´ellement.
2.4.1. Proposition (the´ore`me de controˆle, cas d’une Zp-extension). Les applications induites par
restriction
H1∗ (F,Uρ)→ H
1
∗ (F∞,Uρ)
Γ = ̂X∗(F∞, Tˇ⊗ρ−1)
Γ
entrent dans une suite exacte naturelle
0→ kerΞF∞/F (T ⊗ ρ)→ H
1
∗ (F,Uρ)→ H
1
∗ (F∞,Uρ)
Γ
→ cokerΞF∞/F (T ⊗ ρ)→
̂H1∗ (F, Tˇ⊗ρ−1) .
2.4.2. Corollaire. Sous l’hypothe`se (Hyp(F, V, ρ)), l’homomorphisme
X∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)Γ → ̂H1∗ (F,Uρ)
a un noyau et conoyau finis. Sous l’hypothe`se (Hyp(F∞, V, ρ)), les noyaux et les conoyaux des
X∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)Γn →
̂H1∗ (Fn,Uρ)
sont d’ordre borne´ par rapport a` n.
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Il est commode d’introduire un sous-groupe de H1(GS,F ,Uρ) un peu plus grand que H
1
∗ (F,Uρ). Il
s’agit du noyau de
H1(GS,F ,Uρ)→
∏
v∈S
H˜1/∗(Fv ,Uρ)
avec
H˜1/∗(Fv,Uρ) =

(
∏
w|vH
1(F∞,w ,Uρ))
Γ si v ∤ p
(
∏
w|vH
1(F∞,v ,Uρ/Fil
1
v V ⊗ ρ))
Γ si v | p
= (
∏
w|vH
1(F∞,v,Uρ(T/Fil
1
v T )))
Γ
On note aussi H˜1∗ (Fv,Uρ) le noyau de H
1(Fv,Uρ)→ H˜
1
/∗(Fv,Uρ).
L’inte´reˆt d’introduire ce module est le lemme suivant
2.4.3. Lemme. Les suites suivantes sont exactes
0→ H1(Γ,U
GF∞
ρ )→ H˜
1
∗ (F,Uρ)→ H
1
∗ (F∞,Uρ)
Γ → 0
0→ X∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)Γ →
̂H˜1∗ (F,Uρ)→
̂
H1(Γ,U
GF∞
ρ )→ 0
De´monstration. On a en effet le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes
0
↑
0 → H1∗ (F∞,Uρ)
Γ → H1(GS,F∞ ,Uρ)
Γ →
(∏
v∈S(F∞)
H1/∗(F∞,v,Uρ)
)Γ
↑ ↑ ↑
0 → H˜1∗ (F,Uρ) → H
1(GS,F ,Uρ) →
∏
v∈S H˜
1
/∗(Fv ,Uρ)
↑
H1(Γ,U
GF∞
ρ )
↑
0
Il s’agit de voir que la fle`che verticale de droite est injective. Lorsque v ∤ p est totalement de´compose´e
dans F∞, H
1
/∗(Fv,Uρ) = (
∏
w|vH
1
/∗(F∞,v,Uρ))
Γ car Γ agit simplement par permutation des facteurs.
Soit v ne divisant pas p et non totalement de´compose´e dans F∞. Si w est une place de F∞ au dessus de v,
l’extension F∞,w est l’unique extension de Fv non ramifie´e et de groupe de Galois un pro-p-groupe. Donc,
H1/∗(F∞,w ,Uρ) est e´gal a` H
1(F∞,w,Uρ)
Γ. On en de´duit que H˜1/∗(Fv,Uρ)→
(∏
w|vH
1
/∗(F∞,v,Uρ)
)Γ
est
un isomorphisme. Lorsque v | p, l’assertion est claire. 
De´monstration de la proposition. La diffe´rence entre H˜1∗ (F,Uρ) et H
1
∗ (F,Uρ) est calcule´e par la suite
exacte suivante, conse´quence de la suite exacte de Poitou-Tate :
0→ H1∗ (F,Uρ)→ H˜
1
∗ (F,Uρ)→
∏
v∈S
H˜1∗ (Fv,Uρ)/H
1
∗(F,Uρ)→
̂H1∗ (F, Tˇ⊗ρ−1)
et il n’est pas difficile de voir que
∏
v∈S H˜
1
∗ (Fv,Uρ)/H
1
∗ (Fv,Uρ) est exactement l’ensemble d’arrive´e de
ΞF∞/F (T ⊗ ρ). En effet, cela est clair pour la contribution des places totalement de´compose´es dans
F∞. Pour une place v non totalement de´compose´e dans F∞ et ne divisant pas p, on a d’apre`s le calcul
pre´ce´dent
H˜1∗ (Fv,Uρ) = H
1(F∞,v/Fv,U
GF∞,v
ρ )
H1∗ (Fv,Uρ) = Qp/Zp ⊗H
1(F∞,v/Fv, (T ⊗ ρ)
GF∞,v )
= H1(F∞,v/Fv,Uρ(T
GF∞,v ))
car Gal(F∞,v/Fv) est de dimension cohomologique 1. Donc,
H˜1∗ (Fv,Uρ)/H
1
∗(Fv,Uρ) = H
1(F∞,v/Fv,Zρ(F∞,v)) .
Remarquons que par la dualite´ de Tate, c’est aussi le dual de Pontryagin du sous-Zp-module de torsion
de H1(F∞,v, Tˇ⊗ρ
−1)GF∞,v dont le cardinal est le nombre de Tamagawa local en v de Tˇ⊗ρ−1.
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Soit maintenant une place v divisant p. On a par de´finition le diagramme commutatif et exact suivant
0 0
↑ ↑
0 → H˜1∗ (Fv ,Uρ) → H
1(Fv,Uρ) → H
1(F∞,v,Uρ(T/Fil
1
v T ))
Γv
↑ ↑ ↑
0 → H1∗ (Fv ,Uρ) → H
1(Fv,Uρ) → H
1(Fv,Uρ(T/Fil
1
v T )) → H
2
↑ ↑ ↑
0 0 H1(F∞,v/Fv, (Uρ(T/Fil
1
v T ))
GF∞,v )
↑
0
.
L’image de H1(F∞,v/Fv,Uρ(T/Fil
1
v T )
GF∞,v ) dans H2 = H2(Fv,Uρ(Fil
1
v T )) est nulle. D’ou` l’assertion
sur la contribution en p. 
Pour de´montrer le corollaire, on remarque que si v ∤ p et que v n’est pas totalement de´compose´e dans
F∞, H
1(F∞,v/Fv,U
GF∞,v
ρ /(V ⊗ ρ)GF∞,v ) est dual du sous-groupe de torsion de H1(Iv, Tˇ⊗ρ
−1)Gv/Iv et
a comme cardinal le nombre de Tamagawa local Tamv(Tˇ⊗ρ
−1). Ainsi, il vaut 0 si V a bonne re´duction
en v. Lorsqu’on remplace F par Fn, TamFn,v(Tˇ⊗ρ
−1) est borne´ par rapport a` n ([26, 2.2.6]). Pour v | p,
l’hypothe`se (Hyp(F∞, V, ρ)) implique que H
1(F∞,v/Fn,v,U
GF∞,v
ρ ) est fini et d’ordre borne´ par rapport
a` n.
2.5. The´ore`me de controˆle : cas d’une Z2p-extension. On suppose maintenant que F∞ est une
Z2p-extension de F . On a les the´ore`mes de controˆle suivants relatifs a` la descente de F∞ a` une sous-Zp-
extension L∞ (on note alors ΛL∞ = Zp[[Gal(L∞/F )]]). Notons ΞF∞/L∞(T ⊗ ρ) l’application
H1(F∞/L∞,U
GF∞
ρ )→
∏
v∈S(L∞)
H1(F∞,v/L∞,v,Zρ(F∞,v)) .
Seules les places totalement de´compose´es dans L∞ et les places divisant p interviennent en fait. En
effet, dans le cas contraire, elles sont ne´cessairement totalement de´compose´es dans F∞/L∞. Notons
enfin Hˇ1∗ (L∞, Tˇ⊗ρ
−1) la limite projective des H1∗ (Ln, Tˇ⊗ρ
−1) pour les applications de corestriction.
2.5.1. Proposition (the´ore`me de controˆle, cas d’une Z2p-extension). Soit L∞ une sous-Zp-extension de
F∞. L’application de restriction induit par dualite´ un homomorphisme
rF∞/L∞ : X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)Gal(F∞/L∞) → X∞,∗(L∞, Tˇ⊗ρ
−1)
qui se trouve dans une suite exacte naturelle de ΛL∞-modules
Hˇ1∗ (L∞, Tˇ⊗ρ
−1)→ ̂cokerΞF∞/L∞(T ⊗ ρ)→ X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)Gal(F∞/L∞)
→ X∞,∗(L∞, Tˇ⊗ρ
−1)→ ̂kerΞF∞/L∞(T ⊗ ρ)→ 0 .
Sous l’hypothe`se (Hyp(L∞, V, ρ)), le noyau de rF∞/L∞ est fini et son conoyau est annule´ par une
puissance de p. Lorsqu’il y a un nombre fini de places au dessus de S dans L∞ et sous (Hyp(F∞, V, ρ)),
les noyaux et conoyaux des rF∞/FnL∞ sont finis et d’ordre borne´ par rapport a` n.
De´monstration. La suite exacte se de´montre en utilisant le diagramme exact et commutatif suivant avec
Γ′ = Gal(F∞/L∞),
0 0
↑ ↑
0 → H1∗ (F∞,Uρ)
Γ′ → H1(GF∞,S ,Uρ)
Γ′ → (
∏
w∈S(F∞)
H1/∗(F∞,w ,Uρ))
Γ′
↑ ↑ ↑
0 → H1∗ (L∞,Uρ) → H
1(GL∞,S ,Uρ) →
∏
v∈S(L∞)
H1/∗(L∞,v,Uρ)
↑ ↑
H1(Γ′,U
GF∞
ρ ) →
∏
v∈S(L∞)
H1(F∞,v/L∞,v,Zρ(F∞,v))
↑ ↑
0 0
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En effet, soit w une place de F∞ ne divisant pas p et v sa restriction a` L∞. Si w n’est pas
totalement de´compose´e dans F∞, on a H
1
/∗(F∞,w ,Uρ) = H
1(F∞,w,Uρ) car H
1
∗ (F∞,w,Uρ) = 0. Si v
n’est pas totalement de´compose´e non plus dans L∞, on a alors aussi H
1
/∗(L∞,w,Uρ) = H
1(L∞,w,Uρ)
et l’application d’inflation est un isomorphisme. Si v est totalement de´compose´e dans L∞, le noyau de
H1/∗(L∞,w,Uρ)→
∏
w|vH
1
/∗(F∞,w,Uρ) est e´gal au quotient
H1(F∞,v/L∞,v,Uρ)/Qp/Zp ⊗H
1(F∞,v/L∞,v, (T ⊗ ρ)
GF∞,v ) ∼= H1(F∞,v/L∞,v,Zρ(F∞,v)) .
Si w est totalement de´compose´e dans F∞, l’assertion est triviale. Si w est une place divisant p, le
noyau de l’application inflation est isomorphe a` H1(F∞,v/L∞,v,Zρ(F∞,v)). Cela de´montre les assertions
sur le diagramme pre´ce´dent. Par une des variantes de la suite exacte de Poitou-Tate, le conoyau de
H1(GL∞,S ,Uρ)→
∏
v∈S(L∞)
H1/∗(L∞,v,Uρ) est contenu dans le dual de Pontryagin de Hˇ
1
∗ (L∞, Tˇ⊗ρ
−1).
On en de´duit la proposition. 
Un cas particulier est le cas ou` ρ est le caracte`re trivial.
2.5.2. Corollaire. Soit L∞ une sous-Zp-extension de F∞. Il existe une suite exacte naturelle de ΛL∞-
modules
Hˇ1f (L∞, Tˇ )→
̂cokerΞF∞/L∞(T )
→ X∞,f (F∞, Tˇ )Gal(F∞/L∞) → X∞,f (L∞, Tˇ )→
̂kerΞF∞/L∞(T )→ 0 .
2.5.3. Corollaire. Soit L∞ une sous-Zp-extension de F∞. Si X∞,∗(L∞, Tˇ⊗ρ−1) est un ΛL∞-module
de torsion, alors X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1) est un Λ-module de torsion.
2.6. Construction de l’adjoint.
2.6.1. Supposons que F∞ est une Zp-extension de F . Nous dirons que ρ est admissible (pour V
et F∞) si pour tout entier n, les X∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)Γn sont finis. Si ρ est admissible, ne´cessairement
X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1) est de Λ-torsion.
Il existe un caracte`re de Gal(F∞/F ) dans Z∗p admissible pour V si et seulement si
(Tors(F∞, V )) Xf (F∞, Tˇ ) est un Λ-module de torsion
et il en existe alors une infinite´. En effet, fixons un caracte`re non trivial de Gal(F∞/F ) dans Z∗p ; si M
est un Λ-module de type fini et de torsion, pour tout entier k sauf un nombre fini, (M⊗ρk)Γn est de
torsion pour tout entier n. En effet, si H est une se´rie caracte´ristique de M (en particulier H annule
M), (M⊗ρk)Γn est fini si et seulement si H(u
kζn − 1) est non nul pour ζn une racine de l’unite´ d’ordre
pn et u = ρ(γ). Comme H n’a qu’un nombre fini de ze´ros par le the´ore`me de pre´paration de Weierstrass,
le fait pre´ce´dent s’en de´duit.
Les applications
H1∗ (Fn,Uρ)→
̂X∗(F∞, Tˇ⊗ρ−1)
Γn
induisent par passage a` la limite projective pour les applications de corestriction un Λ-homomorphisme
A
(ρ)
F∞
: lim
←
n
H1∗ (Fn,Uρ)→ a
1
Λ(X˙∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))
(proposition 1.3.1). Soit
ξF∞(T ⊗ ρ) : U
GF∞
ρ →
∏
v∈Snd(F∞)
Zρ(F∞,v)
ou` Snd(F∞) de´signe l’ensemble des places de S(F∞) non totalement de´compose´es sur F .
2.6.1. Proposition. Soit F∞/F une Zp-extension telle que (Tors(F∞, V )) soit ve´rifie´e et soit ρ
admissible pour F∞. On a la suite exacte naturelle
0→ ker ξF∞(T ⊗ ρ)→ lim←
n
H1∗ (Fn,Uρ)
A
(ρ)
F∞→ a1Λ(X˙∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))
→ coker ξF∞(T ⊗ ρ)→
̂H1∗ (F∞, Tˇ⊗ρ−1) .
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2.6.2. Corollaire. Sous les hypothe`ses de la proposition, si de plus (Hyp(F∞, V, ρ)) est ve´rifie´, A
(ρ)
F∞
est un quasi-isomorphisme.
Le corollaire se de´duit de la finitude du noyau et du conoyau de ξF∞(T ⊗ ρ) (il n’y a qu’un nombre
fini de places dans Snd(F∞)).
De´monstration de la proposition. La proposition se de´duit de la proposition 1.3.1 et de la proposition
2.4.1 (remarquons que l’application de corestriction devient dans l’isomorphisme H1(Γ, S) ∼= SΓ
l’application induite par l’identite´ sur S). 
2.6.3. Remarque. Supposons de plus que ρ−1 est admissible pour Tˇ et pour F∞. Alors,H
1
∗ (Fn, Tˇ⊗ρ
−1)
est fini pour tout entier n et est e´gal au sous-groupe de Zp-torsion de H1∗ (Fn, Tˇ⊗ρ
−1), c’est-a`-dire a`
Uˇ
GFn
ρ . Donc, sous cette hypothe`se,
H1∗ (F∞, Tˇ⊗ρ
−1) = Uˇ
GF∞
ρ = (Vˇ⊗ρ
−1/Tˇ⊗ρ−1)GF∞ .
2.6.2. Prenons maintenant pour F∞/F une Z2p-extension. Soit Fn le corps fixe par Γn = Γ
pn .
Si L∞ est une sous-Zp-extension de F∞/F , on note L∞,n = L∞Fn. Ainsi, L∞,n+1/L∞,n est
une extension d’ordre p (pour n assez grand). D’autre part, fixons une Zp-extension L′∞ de F telle
que F∞ = L∞L
′
∞. On pose ΛL∞,n = Zp[[Gal(L∞,n/L
′
n)]]. Si M est un Zp[[Gal(L∞,n/F )]]-module,
a1Zp[[Gal(L∞,n/F )]](M) et a
1
ΛL∞,n
(M) muni de sa structure naturelle de Zp[[Gal(L∞,n/F )]]-modules
s’identifient canoniquement ([16]). La norme de L∞,n+1 a` L∞,n induit alors des homomorphismes
naturels :
a1Zp[[Gal(L∞,n+1/F )]](MΓn+1)→ a
1
Zp[[Gal(L∞,n/F )]]
(MΓn) .
Choisissons une Zp-extension L∞ telle que X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ−1)Gal(F∞/L∞,n) soit de ΛL∞,n-torsion pour
tout entier n. Par la proposition 2.5.1, cela est e´quivalent a` ce que X∞,∗(L∞,n, Tˇ⊗ρ
−1) soit de ΛL∞,n-
torsion pour tout entier n. On dit alors que ρ est admissible pour F∞/L∞.
2.6.4. Proposition. On suppose ve´rifie´s (Hyp(F∞, V, ρ)), que
(Tors(F∞, V, ρ)) X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1) est un Λ-module de torsion
et que ρ est admissible pour F∞/L∞. Les applications naturelles
rn : a
1
ΛL∞,n
(X∞,∗(L∞,n, Tˇ⊗ρ
−1))→ a1ΛL∞,n (X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)Gal(F∞/L∞,n))
induisent un Λ-homomorphisme r∞ injectif
lim
←
n
a1ΛL∞,n (X∞,∗(L∞,n, Tˇ⊗ρ
−1))→ a1Λ(X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))
et on a la suite quasi-exacte
0→ lim
←
n
a1ΛL∞,n (X∞,∗(L∞,n, Tˇ⊗ρ
−1))→a1Λ(X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))
→
∏
v∈Snd(F∞/L∞)
Zρ(F∞,v)
De´monstration. Posons Λn = ΛL∞,n , Γ
′
n = Gal(F∞/L∞,n) et a
1
n = a
1
Λn
, Mn = X∞,∗(L∞,n, Tˇ⊗ρ
−1),
M = X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1), Z =
∏
v∈S(F∞)
Zρ(F∞,v), Ξn = ΞF∞/L∞,n(T ⊗ ρ). La suite exacte de la
proposition 2.5.1 applique´e a` F∞/L∞,n devient
̂cokerΞn →MΓ′n →Mn → k̂erΞn → 0
et on a la suite exacte tautologique
0→ ̂cokerΞn → ̂H1(Γ′n,Z)→
̂
H1(Γ′n,U
GF∞
ρ )→ k̂erΞn → 0 .
Soit M ′n l’image de MΓ′n dans Mn. On a alors les suites exactes
0→ a1n(M
′
n)→ a
1
n(MΓ′n)→ a
1
n( ̂cokerΞn)
0→ a1n(Mn)→ a
1
n(M
′
n)→ a
2
n(k̂er Ξn) .
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On en de´duit l’injectivite´ de a1n(Mn) → a
1
n(MΓ′n) et par passage a` la limite celle de lim←
n
a1n(Mn) →
a1Λ(MΓ′n).
D’autre part, on de´duit de la suite exacte tautologique la suite exacte
0→ a1n(
̂H1(Γ′n,Z))→ a
1
n( ̂cokerΞn)→ Rn → 0
avec Rn d’ordre borne´ par rapport a` n (on utilise le fait que a
1
n(R) = 0 si R est un module fini).
Nous allons maintenant raisonner a` des modules finis pre`s d’ordre borne´ par rapport a` n (on parle
alors de suites quasi-exactes et de quasi-isomorphismes controˆle´s) : on a la suite quasi-exacte controˆle´e :
0→ a1n(Mn)→ a
1
n(MΓ′n)→ a
1
n( ̂cokerΞn)
et le quasi-isomorphisme controˆle´
a1n(
̂H1(Γ′n, Z)) ∼= a
1
n( ̂cokerΞn)
Comme Z est annule´ par une puissance de p, a1n(
̂H1(Γ′n,Z)) ∼= H
1(Γ′n,Z) et la limite projective des
a1n( ̂cokerΞn) est quasi-isomorphe a` Z. La proposition se de´duit alors de la proposition 1.3.1 
2.6.5. Remarque. On peut eˆtre plus pre´cis sous une hypothe`se dont on montrera plus tard qu’elle est
vraie. Supposons que le plus grand sous-Λn-module fini deMn = X∞,∗(L∞,n, Tˇ⊗ρ
−1) est d’ordre borne´
par rapport a` n. Alors la dernie`re fle`che est quasi-surjective. En effet, comme M ′n est contenu dans Mn,
a2n(M
′
n) est fini d’ordre borne´ par rapport a` n. On a donc la suite quasi-exacte
0→ lim
←
n
a1ΛL∞,n (X∞,∗(L∞,n, Tˇ⊗ρ
−1))→a1Λ(X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))
→
∏
v∈Snd(F∞/L∞)
Zρ(F∞,v)→ 0
(2.6.1)
3. Construction d’accouplements entre modules de Selmer
3.1. Accouplements de Cassels-Tate.
3.1.1. The´ore`me (Flach). Il existe un homomorphisme naturel
CasselsF (T ⊗ ρ) : H
1
∗ (F, Uˇρ)×H
1
∗ (F,Uρ)→ Qp/Zp
qui induit un isomorphisme
CF (T ⊗ ρ) :
̂H1∗ (F, Uˇρ)/ div→ H
1
∗ (F,Uρ)/ div
ou` M/ div de´signe le quotient d’un Zp-module M par sa partie divisible. En particulier, si H1∗ (F, Uˇρ) et
H1∗ (F,Uρ) sont finis, on en de´duit un isomorphisme
CF (T ⊗ ρ) :
̂H1∗ (F, Uˇρ)→ H
1
∗ (F,Uρ) .
On a les proprie´te´s suivantes :
(1) Si L/F est une extension finie,
CasselsF (T ⊗ ρ)(x, coresL/F y) = CasselsL(resL/F x, y)
(2) Si F/F1 est une extension galoisienne et σ ∈ Gal(F/F1),
CasselsF (T ⊗ ρ)(σx, σy) = CasselsF (T ⊗ ρ)(x, y) .
(3) Soit L un corps contenant le corps fixe par le noyau de ρp
n
. Soit x ∈ H1∗ (L, Uˇpn) et y ∈
H1∗ (L,Upn). Alors, si Twρ(x) (resp. Twρ−1(x) de´signe le ρ-ie`me twist de x (resp. le ρ
−1-ie`me
twist de y), on a
CasselsL(T ⊗ ρ)(Twρ(x), Twρ−1 (x)) = CasselsL(T )(x, y)
(4) Le dual de CF (T ⊗ ρ) par la dualite´ de Pontryagin est CF (Tˇ⊗ρ
−1) .
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3.1.2. Remarque. 1) La partie divisible de H1∗ (F,Uρ) est Qp/Zp ⊗H
1
∗ (F, T ⊗ ρ).
2) Pour ρ le caracte`re trivial, V = Vp(E) et en utilisant l’accouplement de Weil pour identifier
V → Vˇ = V ∗(1), l’accouplement obtenu est l’accouplement de Cassels. L’accouplement de Weil e´tant
alterne´, l’accouplement de Cassels est une forme biline´aire alterne´e. C’est ce qui permet de montrer que
l’ordre du quotient du groupe de Tate-Shafarevich par sa partie divisible est un carre´.
La de´monstration du the´ore`me 3.1.1 est faite dans [9], les deux sous-espaces de V ⊗ ρ et Vˇ⊗ρ−1 que
sont Fil1v V⊗ρ et Fil
1
v Vˇ⊗ρ
−1 sont orthogonaux dans la dualite´ naturelle V ⊗ ρ× Vˇ⊗ρ−1 → Qp(1) (voir
aussi [11, §5.4]) Pour le comportement par twist, il suffit de reprendre la de´finition en remarquant que
pour τ ∈ GL, ρ(τ) ≡ 1 mod p
n. Les diffe´rentes cochaines construites diffe`rent alors d’e´le´ments de T et
finalement l’image est la meˆme dans 1pnZ/Z.
3.2. Dualite´ : cas d’une Zp-extension.
3.2.1. The´ore`me. Soit F∞/F une Zp-extension. Soit ρ un caracte`re continu de GF a` valeurs dans
Z∗p tel que (Tors(F∞, V, ρ)) soit ve´rifie´e et tel que ρ soit admissible pour F∞ et V . Les applications
CFn(T ⊗ ρ) induisent un Λ-homomorphisme quasi-injectif
CF∞(T ⊗ ρ) : X∞,∗(F∞, T ⊗ ρ)→ a
1
Λ(X˙∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))
et on a plus pre´cise´ment la suite exacte
0→ ker ξF∞(T ⊗ ρ)→ X∞,∗(F∞, T ⊗ ρ)→ a
1
Λ(X˙∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))
→ coker ξF∞(T ⊗ ρ)
ou`
ξF∞(T ⊗ ρ) : U
GF∞
ρ →
∏
v∈Snd(F∞)
Zρ(F∞,v) .
Si de plus ρ−1 est admissible pour V et F∞, on a la suite exacte
0→ ker ξF∞(T ⊗ ρ)→ X∞,∗(F∞, T ⊗ ρ)→ a
1
Λ(X˙∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))
→ coker ξF∞(T ⊗ ρ)→
̂ˇ
U
GF∞
ρ .
En particulier, X∞,∗(F∞, T ⊗ ρ) est lui aussi de Λ-torsion.
De´monstration. Par passage a` la limite projective des isomorphismes
CFn(T ⊗ ρ) :
̂H1∗ (Fn, Uˇρ)→ H
1
∗ (Fn,Uρ) ,
on obtient un homomorphisme de Λ-modules
X∗(F∞, T ⊗ ρ)→ lim
←
n
H1∗ (Fn,Uρ)→ a
1
Λ(X˙∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1)) .
La premie`re fle`che est bijective. Les noyau et conoyau de la seconde sont de´crits en 2.6.1 ainsi que dans
la remarque qui le suit. 
3.2.2. Corollaire. Soit F∞/F une Zp-extension. On suppose ve´rifie´e (Tors(F∞, V )). Les applications
CF∞(T ⊗ ρ), pour un caracte`re continu admissible ρ de Gal(F∞/F ) a` valeurs dans Z
∗
p, induisent par
twist par ρ−1 un quasi-isomorphisme inde´pendant de ρ
X∞,f (F∞, T )
∼
→ a1Λ(X˙∞,f (F∞, Tˇ ))
et on a plus pre´cise´ment la suite exacte
0→ ker ξF∞(T )→ X∞,f (F∞, T )→ a
1
Λ(X˙∞,f (F∞, Tˇ ))→ coker ξF∞(T )→
̂ˇUGF∞(3.2.1)
ou`
ξF∞(T ) : U
GF∞ →
∏
v∈Snd(F∞)
Zρ(F∞,v)
En particulier, X∞,f (F∞, T ) est lui aussi de Λ-torsion.
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De´monstration. Il existe sous ces hypothe`ses un caracte`re ρ de Gal(F∞/F ) admissible pour T tel que
ρ−1 soit admissible pour Tˇ . L’inde´pendance par rapport a` ρ se de´duit de 3.1.1 et du fait que le calcul
de l’adjoint d’un module M peut se faire en utilisant uniquement les quotient M̂Γn/pnM̂Γn . 
3.2.3. Corollaire (Greenberg). Le plus grand sous-Λ-module fini de X∞,f (F∞, T ) est e´gal au noyau de
ξF∞(T ). Si ker ξF∞(T ) est nul (par exemple si U
GF est nul, ce qui est e´quivalent a` la nullite´ de UGF∞ ),
X∞,f (F∞, T ) n’a pas de sous-modules finis non nuls et est de dimension projective infe´rieure ou e´gale
a` 1.
Par exemple, s’il existe une place v ∤ p de S telle que V GF∞,v = 0, ξF∞(T ) est injective etX∞,f (F∞, T )
est de dimension projective infe´rieure ou e´gale a` 1. Si V est la repre´sentation p-adique associe´e a` une
courbe elliptique, cela est le cas s’il existe une place v ∤ p ou` E a mauvaise re´duction additive. On
retrouve le re´sultat de´montre´ par Greenberg ([12, Proposition 4.15])
Il est commode de travailler avec l’application Λ-sesquiline´aire qui se de´duit de CF∞(T ⊗ ρ) :
CasselsF∞(T ⊗ ρ) : X∞,∗(F∞, T ⊗ ρ)×X∞,∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1))→ Λ
ou
CasselsF∞(T ) : X∞,f(F∞, T )×X∞,f (F∞, Tˇ ))→ Λ .
On a donc pour l’une ou l’autre
Cassels(λx, y) = Cassels(x, λ˙y) = λCassels(x, y) .
3.2.4. Proposition. On a
CasselsF∞(T )(x, y) = CasselsF∞(Tˇ )(y, x)˙ .
De´monstration. Il suffit de de´montrer l’e´galite´
CasselsF∞(T ⊗ ρ)(x, y) = CasselsF∞(Tˇ ⊗ ρ
−1)(y, x)˙
pour ρ un caracte`re de Gal(F∞/F ) admissible. Posons M = X∗(F∞, T ⊗ ρ) et M
′ = X˙∗(F∞, Tˇ⊗ρ
−1).
L’application CF∞(T ⊗ ρ) est de´finie par passage a` la limite des Λ-homomorphismes
̂H1∗ (Fn, Uˇρ)→ H
1
∗ (Fn,Uρ)
et on a le diagramme commutatif
̂H1∗ (Fn, Uˇρ)
CFn (T⊗ρ)→ H1∗ (Fn,Uρ)
↑ ↓
MΓn →
̂˙M ′Γn
|| ↑
MΓn → a
1
Λ(M
′)Γn
En prenant le dual de Pontryagin de ce diagramme, on obtient le diagramme commutatif
̂H1∗ (Fn, Uˇρ)
C˙Fn (Tˇ⊗ρ
−1)
→ H1∗ (Fn,Uρ)
↑ ↓
M ′Γn →
̂˙MΓn
↓ ||
̂˙
a1Λ(M
′)Γn → M̂Γn
On passe ensuite a` la limite projective. Les applications M ′Γn →
̂˙
aΛ(M ′)Γn induisent alors l’homomor-
phisme naturel M ′ → aΛ(aΛ(M
′)) et les CFn(Tˇ ⊗ ρ
−1) induisent l’application CF∞(Tˇ ⊗ ρ
−1). 
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3.3. Dualite´ : cas d’une Z2p-extension. Soit F∞/F une Z
2
p-extension. On suppose (Hyp(F∞, V )).
Soit L∞ une sous-Zp-extension de F∞/F . Disons que L∞ est admissible si X∞,f(L∞,n, Tˇ ) est un ΛL∞,n-
module de torsion pour tout entier n. Une telle Zp-extension existe. En effet, cela revient a` montrer que
si F est un e´le´ment de Zp[[T1, T2]] (en l’occurrence la se´rie caracte´ristique de X∞,f (F∞Tˇ )), il existe un
entier b tel que F (ζn(1 + T2)
b − 1, T2) 6= 0 pour tout entier n. Dans le cas contraire, F (T1, T2) serait
divisible par 1 + T1 − ζn(b)(1 + T2)
b pour tout entier b avec n(b) entier de´pendant de b. Ces e´le´ments
e´tant premiers entre eux, cela impliquerait que F (T1, T2) est identiquement nul.
On peut alors appliquer le corollaire 3.2.2 a` L∞,n/L
′
n : il existe une famille de ΛL∞,n-homomorphismes
CL∞,n(T ) : X∞,f (L∞,n, T )→ a
1
ΛL∞,n
(X˙∞,f (L∞,n, Tˇ ))
puis de´finir par passage a` la limite projective et en composant avec r∞ (2.6.4) un homomorphisme de
Λ-modules
X∞,f (F∞, T )→ a
1
Λ(X˙∞,f (F∞, Tˇ ))
3.3.1. Proposition. On suppose ve´rifie´s (Hyp(F∞, T )) et (Tors(F∞, V )). Le Λ-homomorphisme
CF∞(T ) se trouve dans une suite quasi-exacte
0→ X∞,f (F∞, T )→ a
1
Λ(X˙∞,f (F∞, Tˇ ))→
∏
w∈Snd(F∞)
Z(F∞,w)→ 0
Le noyau de X∞,f (F∞, T )→ a
1
Λ(X˙∞,f (F∞, Tˇ )) est contenu dans
̂ˇUGF∞ .
De´monstration. Conside´rons les suites exactes (3.2.1) relatives a` la Zp-extension L∞,n/L′n et passons
a` la limite projective. Les ker ξL∞,n(T ) sont finis et d’ordre borne´ et leur limite projective est finie. La
limite projective des X∞,f (L∞,n, Tˇ ) est X∞,f (F∞, Tˇ ). La limite projective des a
1
ΛL∞,n
(X˙∞,f (L∞,n, T ))
est e´tudie´e dans la proposition 2.6.4 (on peut utiliser la remarque qui suit car le plus grand module fini
de X∞,f(L∞,n, Tˇ ) est ker ξL∞,n qui est d’ordre borne´ par rapport a` n) : on a la suite quasi-exacte
0→ lim
←
n
a1ΛL∞,n (X∞,∗(L∞,n, Tˇ ))→a
1
Λ(X∞,f (F∞, Tˇ ))
→
∏
v∈Snd(F∞/L∞)
Z(F∞,v)→ 0
ou` Snd(F∞/L∞) de´signe les places de F∞ non totalement de´compose´es dans F∞/L∞. Comme U
GF∞
est suppose´ fini, la limite projective W du quatrie`me terme de la suite exacte est quasi-isomorphe
a` la limite projective des
∏
v∈Snd(L∞,n)
Z(L∞,n,v). Soit v ∈ S
nd(L∞,n) ne divisant pas p. Elle n’est
pas totalement de´compose´e dans L∞,n, elle est donc totalement de´compose´e dans F∞/L∞. Comme
d’autre part Z(F∞,w) est fini, les groupes Z(L∞,n,w) sont stationnaires pour n ≫ 0 et l’application de
corestriction de
∏
w∈S(L∞,n),w|v
Z(L∞,n,w) est surjective. La limite projective est
∏
w∈S(F∞),w|v
Z(F∞,w).
On en de´duit queW est quasi-isomorphe a`
∏
w∈S(F∞),w|v∈Snd(L∞)
Z(L∞,n,w). Enfin, la limite projective
des ˇ̂UGL∞,n est finie. 
3.3.2. Corollaire. On suppose (Hyp(F∞, V )) et (Tors(F∞, V )). Le Λ-module X∞,f (F∞, T ) ve´rifie la
proprie´te´ (A) : il n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non finis et les aiΛ(X∞,f (F∞, T )) sont finis pour
i ≥ 2.
4. Conse´quences
Nous pouvons maintenant appliquer les re´sultats de §1.
4.1. Descente : Zp-extension. Soit F∞/F une Zp-extension. Re´e´crivons le diagramme (1.2.1) pour
M = X∞,f (F∞, T ), M
′ = X˙∞,f(F∞, Tˇ ) et pour le Λ-homomorphisme
X∞,f (F∞, T )→ a
1
Λ(X˙∞,f (F∞, Tˇ ))
que l’on a construit dans les §3.2 et 3.3. Posons Sp(T ) = H
1
f (F,U), Sp(Tˇ ) = H
1
f (F, Uˇ), Sˇp(T ) = H
1
f (F, T )
et Sˇp(Tˇ ) = H
1
f (F, Tˇ ).
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Sˇp(Tˇ )
↓
0 → Sp(Tˇ )/ div HomZp(M
′
Γ,Zp) → 0
↓ ↓
0 → ̂tZp(M
′
Γ) → a
1
Λ(M
′)Γ → HomZp(M
′Γ,Zp) → 0
↑ ↑ ↑
0 → tZp(MΓ) → MΓ → LZp(MΓ) → 0
↓ ↓ ↓
0 → ̂Sp(T )/ div → Ŝp(T ) → HomZp(Sˇ(T ),Zp) → 0
On peut de´montrer en suivant les fle`ches que l’on retrouve l’application de Cassels, autrement dit que
l’on a le diagramme commutatif
Sp(Tˇ )/ div → ̂tZp(M
′
Γ)
CF (T ) ↑ ↑
̂Sp(E)/ div ← tZp(MΓ)
D’autre part, lorsque Sˇ(T ) n’est pas fini, on obtient une forme biline´aire 〈·, ·〉γ
Sˇ(T )× Sˇ(Tˇ )→ Qp .
Elle de´pend de γ et bien suˆr de la Zp-extension F∞. Pour ρ caracte`re non trivial de Γ a` valeurs dans Z∗p,
on note 〈·, ·〉ρ = (logp ρ(γ))
−1〈·, ·〉γ . On peut de´montrer que l’on retrouve la hauteur p-adique ordinaire
associe´e a` ρ (cf. [23] dans un cadre un peu diffe´rent). Nous n’en aurons pas besoin.
4.2. Descente : Z2p-extension. Maintenant que nous avons construit CF∞(T ) en nous aidant de
coinvariants convenables (c’est-a`-dire de torsion pour la Zp-extension corespondante), il est possible de
redescendre en utilisant les homomorphismes fonctoriels construits dans le §1 et plus particulie`rement
§1.2. Ce qui permet d’obtenir des informations pour les Zp-extensions telles que X∞,f (L∞, T ) n’est pas
de torsion.
On fait les hypothe`ses (Hyp(F∞, V )), (Hyp(F∞, Vˇ )) et (Tors(F∞, V )). Soit Z(T ) = Z(F∞, T ) =∏
w∈Snd(F∞)
Z(F∞,w, T ) (pour le caracte`re ρ trivial). On a contruit dans le §3.3 la suite quasi-exacte de
Λ-modules suivante
0→ X∞,f (F∞, T )→ a
1
Λ(X˙∞,f (F∞, Tˇ ))→ Z(F∞, T )→ 0
Soit L∞ une sous-Zp-extension de F∞/F . Posons Γ′ = Gal(F∞/L∞), ΛL∞ = Zp[[Gal(L∞/F )]]. Dans
le cas ou` X∞,f (L∞, T ) est de torsion, on a alors le diagramme commutatif suivant dont les lignes et les
colonnes sont quasi-exactes
0 0
↓ ↑
Ẑ(Tˇ )Γ′ a
1
ΛL∞
(Ẑ(T )Γ′)
↓ ↑
0 → Z(T )Γ
′
→ X∞,f(F∞, T )Γ′ → a
1
Λ(X˙∞,f (F∞, Tˇ )Γ′) → Z(T )Γ′ → 0
↓ ↑
X∞,f (L∞, T ) → a
1
Λ(X˙∞,f (L∞, Tˇ ))
↓ ↑
0 0
.
et le quasi-isomorphisme du §3.2
X∞,f (L∞, T )→ a
1
ΛL∞
(X˙∞,f (L∞, T ))
GROUPES DE SELMER ET ACCOUPLEMENTS 17
Ne supposons plus X∞,f(L∞, Tˇ ) de ΛL∞-torsion. On a alors le diagramme commutatif suivant dont les
lignes sont quasi-exactes :
a1L∞(tΛL∞ (X˙∞,f (F∞, Tˇ )Γ′)) HomΛL∞ (X˙∞,f (F∞, Tˇ )Γ′ ,ΛL∞)
↑∼ ↓
0→ a1L∞(X˙∞,f (F∞, Tˇ )) → a
1
L∞(X˙∞,f (F∞, Tˇ )Γ′) → HomΛL∞ (X˙∞,f (F∞, Tˇ )
Γ
′
,ΛL∞)→ 0
↑ ↑ ↑
0→ tΛL∞ (X∞,f (F∞, T )Γ′) → X∞,f (F∞, T )Γ′ → LΛL∞ (X∞,f (F∞, T )Γ′)→ 0
On en de´duit alors comme du §1.2 des homomorphismes
tΛL∞ (X∞,f (F∞, T )Γ′)→ a˙L∞(X∞,f (F∞, Tˇ )Γ′)
et une forme sesqui-line´aire
CasselsL∞(T ) : tΛL∞ (X∞,f (F∞, T )Γ′)× tΛL∞ (X∞,f (F∞, Tˇ )Γ′)→ Frac(ΛL∞)/ΛL∞
quasi non de´ge´ne´re´e ve´rifiant
CasselsL∞(T )(γx, y) =γ CasselsL∞(T )(x, y) = CasselsL∞(T )(x, γ
−1y)
CasselsL∞(T )(x, y) =CasselsL∞(Tˇ )(y, x) .
On obtient aussi une hauteur p-adique qui est un accouplement sur les quotients sans ΛL∞-torsion de
X∞,f (F∞, T )Γ′ et de X∞,f (F∞, Tˇ )Γ′ a` valeurs dans ΛL∞ .
Le noyau (resp. conoyau) de X∞,f (F∞, T )Γ′ → a
1
L∞
(X˙∞,f (F∞, Tˇ )Γ′) est de torsion et quasi-
isomorphe a` Z(T )Γ
′
(resp. Z(T )Γ′) qui est d’ailleurs annule´ par une puissance de p. On en de´duit une
suite exacte
0→ Z(T )Γ
′
→ tΛL∞ (X∞,f (F∞, T )Γ′)→ a
1
L∞(X˙∞,f (F∞, Tˇ )Γ′)→ Z → 0
avec Z annule´ par une puissance de p et de µ-invariant infe´rieur a` celui de Z(T )Γ
′
. La se´rie caracte´ristique
de tΛL∞ (X∞,f (F∞, Tˇ )Γ′) divise donc celle de tΛL∞ (X∞,f (F∞, T )Γ′). Par syme´trie, on en de´duit qu’elles
sont e´gales et que l’on a la suite quasi-exacte
0→ Z(T )Γ
′
→ tΛL∞ (X∞,f (F∞, T )Γ′)→ a
1
L∞(X˙∞,f (F∞, Tˇ )Γ′)→ Z(T )Γ′ → 0
Comme Ẑ(Tˇ )Γ′ et Ẑ(T )Γ′ sont de torsion, les suites suivantes sont quasi-exactes
0→ Ẑ(Tˇ )Γ′ → tΛL∞ (X∞,f (F∞, T )Γ′)→ tΛL∞ (X∞,f (L∞, T ))→ 0
0→ a1ΛL∞ (tΛL∞ (X˙∞,f (L∞, Tˇ )))→ a
1
ΛL∞
(tΛL∞ (X˙∞,f (F∞, Tˇ )Γ′))→ a
1
ΛL∞
( ˙̂Z(T )Γ′)→ 0
En remarquant que Z(T )Γ
′
et Ẑ(Tˇ )Γ′ ont meˆme se´rie caracte´ristique (cela peut se voir soit sur le
diagramme, soit directement : seuls les nombres de Tamagawa aux places de S totalement de´compose´es
dans L∞ interviennent et on a alors Tamv(T ) = Tamv(Tˇ ) pour une place ne divisant pas p, en fait Z(T )
et Z(Tˇ ) sont quasi-isomorphes), on en de´duit le the´ore`me :
4.2.1. The´ore`me. Supposons (Hyp(F∞, V )), (Hyp(F∞, Vˇ )) et (Tors(F∞, V )). Soit f(F∞, T ) la se´rie
caracte´ristique de X∞,f (F∞, T ) et f(F∞, Tˇ ) la se´rie caracte´ristique de X∞,f (F∞, Tˇ ). Alors
f˙(F∞, Tˇ )Λ = f(F∞, T )Λ
Pour toute sous-Zp-extension de F∞/F , soit f∗(L∞, Tˇ ) (resp. f∗(L∞, T )) la se´rie caracte´ristique du
sous-module de torsion de X∞,f(L∞, Tˇ ) (resp. X∞,f (L∞, T )). Alors
f˙∗(L∞, Tˇ )ΛL∞ = f
∗(L∞, T )ΛL∞
Autrement dit, pour tout caracte`re ρ de Gal(L∞/F ) a` valeurs dans C∗p, on a
ρ(f∗(L∞, T )) = ρ
−1(f∗(L∞, Tˇ ))
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5. La situation die´drale
5.1. Pre´liminaires. Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant D et p un nombre
premier impair et premier a` D. Il existe une unique extension K∞ de K dont le groupe de Galois
est topologiquement isomorphe a` Z2p. Elle contient deux Zp-extensions qui sont la sous-Zp-extension
cyclotomique KQ∞ de K et la sous-extension anticyclotomique (die´drale sur Q) H∞ = D∞ de
K[p∞] = ∪K[pn], le Ringklassko¨rper de K de rayon une puissance de p. Soit G∞ = Gal(K∞/K).
L’alge`bre d’Iwasawa associe´e est Λ = ΛK∞ = Zp[[G∞]]. On a une dualite´
ΛK∞ ×Hom(G∞,C
×
p )→ Cp .
Ce qui permet de voir les e´le´ments de ΛK∞ comme des fonctions sur Hom(G∞,C
×
p ) a` valeurs dans Cp.
Tout e´le´ment de Hom(G∞,Z×p ) est de la forme ν
aχb avec χ la p-partie du caracte`re cyclotomique et ν
un caracte`re die´dral. On note χcycl le caracte`re cyclotomique et νdied un caracte`re die´dral.
La the´orie d’Iwasawa d’une courbe elliptique sur un corps quadratique imaginaire et des famille des
points de Heegner tire ses origines de l’article de Mazur ([20], voir aussi Kurcanov, [?]). Graˆce aux
re´sultats re´cents de Vatsal et Cornut, un regain d’inte´reˆt s’est manifeste´. Mais il y a bien d’autres
re´sultats montre´s ou en voie de l’eˆtre et je voudrais les placer ici un peu plus dans le contexte de la
the´orie d’Iwasawa.
5.2. The´orie arithme´tique. Soit E une courbe elliptique de´finie sur Q ou K de conducteur N ayant
bonne re´duction ordinaire en p. Soit T = Tp(E) son module de Tate, c’est-a`-dire la limite projective des
points de pn-torsion pour n entier et Vp(E) = Qp ⊗ Tp(E). Soit L une extension finie de K. Le groupe
de Selmer Sp(E/L) de E/L ve´rifie la suite exacte
0→ Qp/Zp ⊗ E(L)→ Sp(E/L)→X(E/L)(p)→ 0
Son dual de Pontryagin Sˆp(E/L) est HomZp(Sp(E/L),Qp/Zp). Sa variante compacte (voir [2], [10])
Sˇp(E/L) est la limite projective des groupes de Selmer relatif a` la multiplication par p
n :
0→ Zp ⊗Z E(L)→ Sˇp(E/L)→ Tp(X(E/L))→ 0
Lorsque X(E/L)(p) est fini, le dernier terme est nul. Avec les notations du §2, on a Sˇp(E/L) =
H1f (L, Tp(E)) et Sp(E/L) = H
1
f (L, Vp(E)/Tp(E)). Le quotient de X(E/L)(p) par sa partie divisible
est le groupe de Tate-Shafarevich X(Tp(E)/L) associe´ a` la repre´sentation p-adique Tp(E) et vaut
Sp(E/L)/Qp/Zp ⊗ Sˇp(E/L). Ainsi,
Sp(E/K∞) = lim
→
L
Sp(E/L) = H
1
f (K∞,U)
̂Sp(E/K∞) = X∞,f (K∞, Tp(E))
Sˇp(E/K∞) = lim
←
L
Sˇp(E/L)
ou` la limite projective est prise relativement aux applications de norme (corestriction). Enfin, il n’est
pas difficile de montrer que pour une Zp-extension, par exemple D∞, on a
Sˇp(E/D∞) = HomΛD∞ (
̂Sp(E/D∞),ΛD∞) ∼= HomΛD∞ (
̂Sp(E/D∞)/tΛD∞ (
̂Sp(E/D∞)),ΛD∞)
et que
̂Sp(E/D∞)/tΛD∞ (Sˇp(E/D∞))→ Hom(
̂Sp(E/D∞),ΛD∞)
est injectif avec conoyau fini. En particulier, Sˇp(E/D∞) est le ΛD∞ -dual de X∞,f (D∞, Tp(E)) =
̂Sp(E/D∞) et est libre.
5.2.1. The´ore`me (Kato). Si E est de´finie sur Q, Sˇp(E/KQ∞) est de torsion sur ΛQ∞K et Sˇp(E/K∞)
est de torsion sur ΛK∞. Il en est de meˆme de
̂Sp(E/K∞) .
Il suffit d’appliquer le the´ore`me de´montre´ par Kato dans [18] a` E et a` sa tordue par le caracte`re
quadratique de K/Q.
Soit Lp(E/K∞) une se´rie caracte´ristique du module de torsion ̂Sp(K∞/K).
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5.3. The´orie analytique. Soit Lp(E/K∞) la fonction L p-adique interpolant les valeurs L(E, ρ, 1)
pour ρ caracte`re d’ordre fini de Gal(K∞/K). On peut trouver sa de´finition dans [24] qui suit de tre`s
pre`s une construction ante´rieure de Hida. D’autres constructions ont e´te´ faites par Bertolini et Darmon
[5]. Par un the´ore`me de Rohrlich [27], Lp(E/K∞) est non nulle.
Conjecture (Conjecture principale, [25]). Les ide´aux de ΛK∞ engendre´s par Lp(E/K∞) et par
Lp(E/K∞)) sont e´gaux.
Remarque. On peut utiliser le the´ore`me de Kato pour obtenir une divisibilite´ lorsqu’on se restreint a`
Gal(KQ∞/K).
5.4. Equation fonctionnelle. Soit c une conjugaison complexe induisant l’automorphisme non trivial
de Gal(K/Q). Elle agit sur le groupe des caracte`res Gˆ∞ de G∞ : ρc(τ) = ρ(cτc−1). Ainsi, si χ se
factorise par Gal(KQ∞/K), on a χc = χ. Si ν est die´dral, νc = ν−1. On conside`re l’involution suivante
sur Gˆ∞ : ρ
ι = ρ−c. Ainsi, ρι(τ) = ρ(c−1τc)−1, χcycl = χ
−1
cycl, ν
ι
died = νdied.
Les deux fonctions ve´rifient une e´quation fonctionnelle
(L(ρ)) = (L(ρι))
Pour la premie`re, cela se de´duit de l’e´quation fonctionnelle complexe et on a en fait
Lp(E/K∞)(ρ
ι) = ǫD(−N)Lp(E/K∞)(ρ) .
En appliquant l’automorphisme non trivial c de K/Q qui laisse stable E ainsi que tous les modules
de´finis et la proposition 4.2.1 on obtient la seconde e´quation fonctionnelle. On en de´duit que l’on peut
de´finir le signe de l’e´quation fonctionnelle de Lp(E/K∞) : le groupe de cohomologie H
1({1, ι},Λ×K∞)
est d’ordre 2 et admet −1 comme e´le´ment non trivial. Ainsi, on peut choisir Lp(E/K∞) (qui est alors
de´fini a` une unite´ pre`s de Z∗p) de manie`re a` ce que
Lp(E/K∞)(ρ
ι) = ǫpLp(E/K∞)(ρ)
avec ǫp = ±1.
5.4.1. Proposition. Soit λ0(D∞) le rang du ΛD∞-module
̂S(E/D∞). Alors,
ǫp = (−1)
rg
Zp
Sˇp(E/K) = (−1)λ0(D∞)
De´monstration. On utilise le the´ore`me de controˆle 2.5.1 et l’argument de Guo et Greenberg que l’on va
rappeler. En se restreignant aux caracte`res cyclotomiques, l’e´quation fonctionnelle devient
Lp(E/K∞)(χ
−s
cycl) = ǫpLp(E/K∞)(χ
s
cycl)
On obtient de meˆme (Guo et Greenberg)
ǫp = (−1)
rg
Zp
Sˇp(E/K)

Expliquons l’argument de Guo [14] tel qu’il a e´te´ repris par Greenberg dans [12]. Il s’appuie sur
les faits suivants. Soit Λ = Zp[[Γ]], Γ′ un sous-Zp-module de Γ isomorphe a` Zp. On note Ξn = Γ/Γ′n,
Λn = Zp[[Ξn]], Ξ un sous-Zp-module de Γ tel que Ξ ∩ Γ′ = {0}, ΛΞ = Zp[[Ξ]]. Soit M un Λ-module
de torsion et de type fini ; MΓ′n est un ΛΞ-module de type fini. Soit λn le ΛΞ-rang de MΓ′n . Alors λn
est stationnaire et on a λn ≡ λ0 mod p− 1. En effet, les repre´sentations irre´ductibles de Γ
′/Γ′n sont de
degre´ divisible par (p− 1)pn−1.
Soit Ln le quotient de Mn par son ΛΞ-module de torsion Tn et T∞ le noyau de M → L∞ ou` L∞ est
la limite projective des Ln. Alors L∞ est un ΛΞ-module de torsion, l’application naturelle L∞ → Ln
est injective pour n assez grand, les rangs de L∞ et de Ln sur ΛΞ sont e´gaux pour n assez grand et on
a donc
rgΛΞ L∞ ≡ λ0 mod p− 1 .
Supposons qu’il existe une forme biline´aire alterne´e sur Tn quasi non de´ge´ne´re´e (ou telle que les noyaux
soient annule´s par une puissance de p). Alors le rang de T∞ en tant que ΛΞ-module est pair. Pour le
de´montrer, on remarque, en utilisant le lemme du serpent et le fait que L∞ → Ln est injective, que
l’application T∞ → Tn est surjective. Si p est un ide´al de Λ de hauteur 1 premier a` p, la forme biline´aire
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alterne´e sur Tn induit par localisation une forme alterne´e non de´ge´ne´re´e sur Λp ⊗ Tn. Le Λp-rang de
Λp ⊗ T∞ est alors pair. En effet, il suffit d’appliquer le lemme suivant :
Lemme (Guo). Soit A un anneau de valuation discre`te d’uniformisante π et soit Mn un syste`me
projectif de A-modules de longueur finie tel que M∞ = lim
←
n
Mn soit de type fini et que l’application
naturelle M∞ →Mn soit surjective. Alors, il existe un entier d et des entiers r1(n), · · · , rd(n) tels que
Mn ∼= A/π
r1(n) × · · · ×A/πrd(n) avec r1(n) ≥ · · · ≥ rd(n) et le rang sur Zp de M∞ est e´gal au nombre
d’entiers j tels que la suite rj(n) soit non borne´e.
Si maintenant Xn est muni d’une forme biline´aire alterne´e pour tout entier n, on a r2j−1(n) = r2j(n)
pour j ≥ 1 et le rang sur Zp de X∞ est donc pair.
5.5. La conjecture de Mazur. On suppose toujours que le discriminant de K est premier au
conducteur NE de E. Dans [20], Mazur conjecture que ̂Sp(E/D∞) est un ΛD∞ -module de rang 1
si ǫ(−NE) = −1 et de rang 0 si ǫ(−NE) = 1.
Cette conjecture et la proposition 5.4.1 impliquent que les signes des e´quations fonctionnelles de
Lp(E/K∞) et de Lp(E/K∞) sont e´gaux.
Re´cemment, la situation de cette conjecture a e´norme´ment e´volue´ dans le cas de l’hypothe`se de
Heegner mais aussi dans les autres cas. Nous appellerons hypothe`ses techniques des hypothe`ses qui
devraient pouvoir eˆtre affaiblies ou e´voluer rapidement jusqu’a` disparaˆıtre et que l’on trouvera dans les
articles originaux :
5.5.1. The´ore`me (Bertolini-Darmon+Vatsal, [6], [28]). Supposons que ǫ(−NE) = 1. Supposons de plus
que ℓ2 ∤ NE si ℓ est inerte dans K + des hypothe`ses techniques, alors ̂Sp(E/D∞) est de torsion.
La de´monstration est en deux parties :
• de´montrer la non nullite´ de la fonction L p-adique Lp(E/D∞) (the´ore`me sur les familles de
L(E/K, η) pour η un caracte`re die´dral d’ordre fini et de conducteur une puissance de p)
• de´montrer que si Lp(E/D∞) est non nul, ̂Sp(E/D∞) est de torsion
5.5.2. The´ore`me (Cornut-Vatsal + Bertolini-Darmon-Nekova´rˇ [4]). Lorsque ǫ(−NE) = −1 et que tous
les nombres premiers divisant NE sont de´compose´s dans K, ̂Sp(E/D∞) est de rang 1.
L’e´nonce´ complet que l’on attend est montre´ ou sur le point de l’eˆtre :
5.5.3. The´ore`me. Supposons que ǫ(−NE) = −1 et que p
2 ne divise pas NE. Alors, ̂Sp(E/D∞) est de
rang 1.
La de´monstration comporte plusieurs e´tapes :
• Construire des points xn de E(Kn) en utilisant une parame´trisation de E par une courbe modulaire
ou une courbe de Shimura et les points de Heegner ou les points spe´ciaux provenant de la the´orie
de la multiplication complexe x(pn) (ide´e de Gross exploite´e par Bertolini et Darmon, [5]). En
modifiant le´ge`rement ces points, on obtient des points compatibles pour les applications de trace
et donc un e´le´ment zspec∞ de S˜p(K∞) et un sous-module H∞ de S˜p(E/D∞).
• Montrer que zspec∞ est non nul (conjecture de Mazur), ce qui se rame`ne facilement a` montrer qu’il
existe un entier n tel que xn est non nul. C’est le roˆle des the´ore`mes de Cornut et Vatsal. On
pourrait aussi peut-eˆtre utiliser les formules de´montre´es par Zhang ([29]) ge´ne´ralisant les formules
de Gross-Zagier et qui sont du type :
L′(E/K, ν, 1) = C < x(ν)n , x
(ν)
n >
avec C non nul et utiliser un the´ore`me de non-annulation de la famille des L′(E/K, ν, 1) pour
un caracte`re ν die´dral d’ordre une puissance de p. On en de´duit alors facilement que H∞ est un
module libre de rang 1.
• Utiliser les techniques de Kolyvagin [17] pour de´montrer que le quotient S˜p(E/D∞)/H∞ est de
torsion et donc que S˜p(E/D∞) et ̂Sp(E/D∞) sont de Λ-rang 1. Ici, c’est la notion de syste`me
d’Euler qui est fondamentale. La de´finition pre´cise des points xn ne sert pas mais le fait qu’il existe
des points x(npm) pour n sans facteurs carre´s de´finis sur le Ringklassko¨rper de rayon npmve´rifiant
des relations convenables.
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5.6. Quelques remarques supple´mentaires. Les techniques de Kolyvagin ont permis a` Bertolini [3]
de de´montrer le the´ore`me suivant :
5.6.1. The´ore`me. Soit I(H∞) la se´rie caracte´ristique du ΛK∞-module de torsion S˜p(E/D∞)/H∞.
Alors, sous l’hypothe`se de Heegner et sous des hypothe`ses techniques, (γ − 1)I(H∞) annule le sous-
Λ-module de torsion tΛD∞ (
̂Sp(E/D∞)) de ̂Sp(E/D∞). De plus si γ − 1 ne divise pas I(H∞), I(H∞)
annule tΛD∞ (
̂Sp(E/D∞)).
Les hypothe`ses techniques doivent toutes pouvoir eˆtre enleve´es a` condition de rajouter une puissance
de p. Et on devrait pouvoir remplacer l’hypothe`se de Heegner par l’hypothe`se que ǫ(−NE) = −1 en
utilisant les points de Heegner-Shimura. Cela faisait suite a` la conjecture suivante. Soit u = (♯O∗K) /2
et cE la constante de Manin correspondant a` la parame´trisation de E par X0(NE).
5.6.2. Conjecture ([25]). Les deux e´le´ments c2Eu
2T (E/D∞) et I(H∞)
2 engendrent le meˆme ide´al de
ΛD∞ .
Il semble qu’en poussant a` fond la me´thode de Kolyvagin, on devrait pouvoir montrer la divisibilite´
de I(H∞)
2 par c2Eu
2T (E/D∞). Remarquons qu’on de´duit des re´sultats du §4.2 que T (E/D∞) est un
carre´, ce qui est compatible avec la conjecture pre´ce´dente. En effet, en composant avec l’involution c et
en identifiant Tp(E) avec Tp(E)
∗(1) par l’accouplement alterne´ de Weil, on obtient une forme biline´aire
alterne´e
tΛD∞ (X∞,f (K∞, Tp(E))Gal(K∞/D∞))× tΛD∞ (X∞,f (K∞, Tp(E))Gal(K∞/D∞))→ Frac(ΛD∞)/ΛD∞
En tenant compte des noyaux et de la diffe´rence entreX∞,f (K∞, Tp(E))Gal(K∞/D∞) etX∞,f (D∞, Tp(E))
dont la se´rie caracte´ristique est une puissance de p, on en de´duit que T (E/D∞) est un carre´.
Une conse´quence de la de´monstration du re´sultat de Cornut est la suivante :
5.6.3. Proposition. I(H∞) n’est pas divisible par p.
Supposons que ǫ(−NE) = −1. Nous avons de´fini pre´ce´demment une forme biline´aire
〈〈·, ·〉〉χcycl : Sˇp(E/D∞)× Sˇp(E/D∞)→ ΛD∞ .
Elle peut s’e´crire en termes des hauteurs p-adiques classiques de la manie`re suivante
〈〈x, y〉〉χcycl =
(
1
[Dn : K]
∑
σ,τ
< σxn, τyn >χn στ
−1
)
n
.
Ici, χn est un caracte`re de Gal(K∞/Dn) dont la restriction a` Gal(K∞/D∞) est χcycl . On peut reprendre
la de´monstration de [25] pour de´montrer :
5.6.4. The´ore`me. Soit ρ un caracte`re die´dral de Gal(K∞/K) a` valeurs dans Z∗p.
1) Soit rD∞ le rang de Sˇp(E/D∞) en tant que ΛD∞-modules. Alors, L(E/K∞)(ρχ
s
cycl) a un ze´ro en
χcycl de multiplicite´ supe´rieure ou e´gale a` rD∞ .
2) Ce ze´ro est d’ordre exactement rD∞ si et seulement si 〈〈·, ·〉〉χcycl est non de´ge´ne´re´e.
3) On a dans ce cas
lim
s→0
L(K∞/K)(ρχ
s
cycl)
srD∞
∼ discSˇp(E/D∞)〈〈·, ·〉〉χcycl (ρ)Tp(E/D∞)(ρ)
ou` Tp(E/D∞) est une se´rie caracte´ristique du ΛD∞-module de torsion de
̂Sp(E/D∞/K).
5.6.1. Les the´ore`mes ou conjectures pre´ce´dentes impliquent que rD∞ est en fait e´gal a` 1 lorsque
ǫ(−NE) = −1. D’autre part, l’ordre du ze´ro de L(E/K∞)(ρχ
s
cycl) en s = 0 est impair. Il serait
inte´ressant de montrer qu’il existe un point de Heegner zn dont la hauteur p-adique < zn, zn >χn
est non nulle. Cela n’est connu que si E est a` multiplication complexe ([7]).
Revenons sur le module des points de Heegner. Soit Hn le sous-module de Sˇp(E/Dn) engendre´ par
les traces de K[pn] a` Dn des points de Heegner de niveau divisant p
n+1. On a alors la proposition :
5.6.5. Proposition. La norme de Dn+1 a` Dn induit une application de Hn+1 a` Hn. Elle est surjective
pour n ≥ 1. L’indice de Trn,0(Hn) dans H0 est e´gal a` L(E/Kp, 1)
−1 (facteur d’Euler local en p).
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5.6.6. Remarque. La de´finition couramment admise est de prendre le sous-module de Sˇp(E/Dn)
engendre´ par les traces de K[pn] a` Dn des points de Heegner de niveau p
n+1. Malheureusement, ce n’est
pas toujours gros ! L’e´nonce´ de Mazur dans [20] est incorrect : la condition ap ≡ 2 mod p est inutile avec
cette de´finition et la surjectivite´ affirme´e est fausse pour ap ≡ 1 mod p. Essentiellement, on a besoin des
points de niveau p et de niveau 1 a` la fois car la trace de H [p] a` K de yp est un “multiple rationnel”
(et non entier) de la trace de H [1] a` K.
5.6.2. Cas ou` le rang de E(K) est plus grand que 1. Plac¸ons dans le cas ou` l’hypothe`se de Heegner est
ve´rifie´e et ou` le rang de E(K) est strictement supe´rieur a` 1. Dans ce cas, on sait que l’image de H∞ dans
E(K) est nul. Cependant, on peut cependant construire un e´le´ment de de Zp ⊗ E(K) de la manie`re
suivante (a` condition que X(E/K)(p) soit fini, construction de Kolyvagin-Solomon) : on choisit un
ge´ne´rateur γ de Gal(D∞/K) et γn sa restriction a` Dn. Soit un e´le´ment z∞ = (zn) de H∞ dont la
projection est nulle (les zn se calculent en fonction des points de Heegner de niveau une puissance de
p). Alors
pn−1∑
i=0
iγinzn
converge dans lim
→
n
Sˇ(Dn) vers un e´le´ment de Sˇ(K). Moins explicitement, cela revient a` re´soudre
l’e´quation z∞ = (γ − 1)z
′
∞ dans Sˇ(D∞). Le fait que cette e´quation admet une solution vient de ce
que vient de ce que l’application trace Qp⊗ Sˇ(D∞)Gal(D∞/K) → Qp⊗ Sˇp(K) est un isomorphisme. Plus
ge´ne´ralement, il est possible que l’image de z′∞ dans E(K) soit encore nulle. Il existe un entier r tel que
z∞ = (γ − 1)
rz
(r)
∞ et tel que la projection de z
(r)
∞ dans Sˇp(K) soit non nulle. Cette projection donne
alors un point non trivial de Sˇp(K).
Soit ǫ le signe de l’e´quation fonctionnelle de E/Q.
5.6.7. Lemme. Si z∞ = (γ − 1)
rz
(r)
∞ et si z
(r)
0 est la projection de z
(r)
∞ sur E(K), on a c(z
(r)
0 ) =
−(−1)rǫz
(r)
0 mod torsion.
Cela se de´duit de la relation xc = −ǫc mod torsion pour un point de Heegner et du fait que
cγc−1 = γ−1.
Prenons r maximal. Si le rang de E(Q) est impair, le rang de E(K)− est pair. Il serait inte´ressant
de relier les parite´s de r et de rgE(Q) et meˆme les valeurs. En tout cas, z′0 appartient a` E(K)
−(−1)rǫ
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